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В эзтоя статье приводится машина Тьюринга для решения  голово- 
ломки “‘нанойские Вашни". Насыостря на кажущуюся сложность задачи, 
идея проста и мы надеемся, что она  вудет интересна не только 
студентам - программистам, но и дрругим читателям, 

Дня полноты изложения приведем разъяснение понятий  "ханойские 


Башни" и “машина Тьюринга", 


хХанонские башни. 


звестна уже довольно давно. Е@ автором 
ого математика Я, Люка, создавшего её на 


Эта гоповомомка и 
принято считать францу: 
основе древних легенд. 

Приведем одну из таких легенд: 

В одном из храмов Юго - Восточной Азии находятся три  верти- 
кальных стержня. на которые нанизаны 64 зопотых кольца разного 
диаметра (рис 1). Некогда бог Вишну поместий все 64 кольца на 
первый стержень так, что диаметр колен снизу вверх уменьшался, и 
повелел жренцам переместить ашню из колец с первого стержня на 
второй, собмюдая спедующея правино: на каждом шаге можно  пере- 
насти самое верхнее копьцо с одного из стержней на верх другого 
стержня при условии, что на каждом из стержней кольца будут 
нранять Форму &ащни (т.е. их дизметр снизу вверх уменьшается}. 
перекладывают 


и 
С. тех пов много тысач лет жены днем м ночью 


1 


эпьца. Легенда глаАСИТ. что когда все кольца окажутся на третьем 


стержне, наступит конец света. 


классическим стая рекурсивный алгоритм решения этой задачи. 
Пусть п - количество колец. Предположим, что мы умеем переносить 
башню из (п-1} колец. Тогда  поспедоватеньность даиствий такая: 
Еспи м=1 то надо проста переместить кольцо со стержня  х на 


стержень у. 

Если п*1 то следует переместить (п-1} кояенц со стержня н на 
стержень = (что мы имеем право сделать по предположению), затем 
переместить самое нижнее кольцо са стержня х на стержень у, и. 
наконен. все (п-1) капец со стержня # переносим на стержень у. 


цена! 


И эссе, Задача ре 


Например. на языке программирования Паскаль этот айгориты 
реаапизуется Так: 


Ргосефаге Найот(п: тп еаег: х.у,х: сНнаи): 


Вести 
Т+ пой Тней 
Ведя 


Напа (а-т, Еву) 


Интте1т (‘Переместить кольцо со стержня '’,н,’ на стержень ‘,Уу)! 
Напо1 (п: яну. м) 
Епа 
Епа; 


Пчевидна, что для обоснования алгоритма 
следунщие три утверждения: 

1} Программа завершит свою 

копец на первом стержне. 


необходимо доказать 


работу при любом начальнам числе 


2} Лосие завершения работы программы кольца образуют правильную 
Е | Рог 1 В у | у 
&ашню на вторам стержне. 


В ходе работы программы не нарущается 
колец: для пюбоя пары колец 
верхнего кольца меньше, 


правило расположения 
на любом ив  стержнен диаметр 
чем диаметр нижнего. 

Мы эти утверждения доказывать не будем. 
доказательства проводится индукцией по чиспу колец п. 


Заметим, что число шагов, требующихся для перемещения башни 
из п колец равняется 


Отметим только, что 


Ч = эб-1. 


Доказатепьства проводится индукцией по числу колен, па 


Ча = 2% = 1 
Чы-а = ЧАТЫ = 2Ыа+Е = 2(20-1}4+1 = пажа в 2-1 
Таким образом, дпя решения задачи с 64 
чиспа перемещений, равное 29-3, 
время - десять миллионов лет на 
Что касается "конца света", 
&олев пяти миллиардов 
перемещается за одну 


кольцами потребуется 
или около 142®, Несёнадимое 
сверхбыстродействующей ЭВМ. 
то сн произойдет по истечении 
венков, есйпи считать, что одно 


кольцо 
секунду. 


> 
ее 
Машина Тьюринга. 
- Машина Тьюринга Была предложена в мае 197536 года в статье 


"О  вычислимых числах с приложением к проблеме разрешения" 
ангиинским математиком Аланом Мэтисоном Тьюрингом как формаяиза- 
мы ция интуитивного понятия алгоритма. 

Машина Тьюринга имеет следующие составные части? 


в 1} Конечный алфавит Аа. ал, Во}, Эо=@ - пустой символ. 


Внешняя память в виде бесконечной ленты, разбитой на 


— 
24 
`- 


- ячейки: 
ЕЕ [т еее 
Е НЕЙ НЕ ВЕРЯ 5 НЯ 

2 11:1} Головка. 

Головка на каждом такте обовревает одну ячейку. 
ые Головка может считать символ и передать его в устройство 

управления. 
- Головка может попучить из устройства управления симвом и 


записать его в ячейку. 


- Головка может либо оставаться на меств, пиба сдвинуться на 
д ячейку вправо, либо - влево. Алфавит Е={%+,ф,*} содержит 
Ы симеогы, идентифицирующие эти действия, 


ГУ} Устройства управления. 


- В каждом такте устройства управления находится в одном из 
возможных состояний  апфавита По, Чак Чт): Черная 


Зерна = 


> 
В каждом такте, находясь в состоянии 9,, устройство 
| управления делает: 
№2. ь 
1} попучает информацию о считываемом головкой символе аз: 
- 2} вырабатывает команду, которую передает  гоповее на 
исполнение. 
в д} переходит в новое состояние а.. 
. Команда содержит: 
`_ 
а}; Симвом а- айпфавита Я, который головка должна записать 
в ячейку: 
№: 
&} Символ р- апфавита РГР, опредепяющий движение головки; 
- в) Симвойп ч- аяфавита @, определяющий состояние. в которое 
допжна перейти устройство управления. 
- Примечание: все три апфавита А,Р,Ч взаимно не пересекаются, т.е. 
Рей, в&Оа>, аиРаей. 


Итак, мо заданному набору символов на ленте наша машина должна 
выдать результат и остановиться. 

Договоримся, что в начальный момент в поле зрения всякой машины 
Тьюринга находится самая левая непустая ячейка ленты, 

Машина Тьюринга попностью задается таблицея 1. 


Табиица 1. 


„} 


„-— 


а. —“ обозреваемый в данный момент символ: 
@{. - состояние, в котором находится машина: 
а-,Р-.Ч9- - составнае части команды, 


Договоримся использовать следующие сокращения: 


} Есйи 92а. то п. в кяеточке не пишется: 
} есни ата, то а, в кяеточке не пишется: 
если р-=ф то р- в клеточке не  пишетсяя 


Чеон 1} 

еспи вариант аз. при работе машины на 
встречается. то сосответствуницую клеточку 
Будем аставлпять пустан. 


ян 
Ч ыщи 


Теперь можно перейти к цели нашего повествования - составлению 
машины Тьюринга для решения задачи "наноиские башни". 


Во-первых введем представление "Ханойских башен“, удобное дяя 
машины Тьюринга, Пусть мы имеем три типа символов: —К.У.Е.  Запишем 
в несколько подрад идущия ячеек ленты один и тот же симвой, напри- 
мер —- хх, Это будет означать. что все кольца находятся на стержне к. 

‚Установим следующую нумерацию: 
симвогия нумеруются справа налево, кольца - от меньшего к больше- 
му. Самый правый символ и наименьшее кольцо имеют номер 1.Далев 
па порядку, 

Если мы заменим, например, какой-нибудь символ х на символ у, то 
Будем считать, что перенесли соответствующее кольца со стержня хз на 
стержень у. Задача будет решена. когда все символы х Будут заменены 
на символы у. При замене нужно руководствоваться  спедующими прави- 
паАММЯ 


” 


1. заменять пп одному симеситу. 
Это условие - анапог того,что нужно переносить с одного стержня 
на другой талько по одному кольцу (выполняется самим устрояством 


мащины} 1 
2. заменять некаторыйя символ можна тогда.когда правее нега 
ких символов. 
Ята условие - анапог того,что можно брать со стержня только Сас 


нет та- 


мс верхнее нолпьноз 
‚. лаМменять симесой можна только на тот симвойп. какого нет среди сим- 
волов. распанмноженных правее заменязныого, 
Я то условие - аналог тога.чта нельзя класть кольца Большего диа- 


метра на кольцо меньшега диадметраз 


Во вторых нужно выёрать нерекурсивный алгоритм для решения этой 
задачи. Очевидно, что описанный выше рекурсиеный аягоритм не подхо- 
дит для нашего случая, так как его резнизация на машине Тьюринга 
весьма громовдка и трабуат допойпнительного места на пенте дпя сте- 
чтобы запомнить конфигурацию основного слова перед очередными 
‹‘урсивными вызовами. 

Присмотримся повниматеньнее к процессу переноса колец при реше- 
нии задачи. Начнем переносить кольца в соответствии с  апгоритмом 
писывать номера переносимыхк колеце 
азота... 

Лювомытно, что каждый нечетный перенос - это перенос первого коль- 
ца. Еще одно набяюдение : расположим стержни в вершинах  равносто- 

треугоньника и понаблюдаем за движением  первога кольца, 
вается, что оно движется по кругу в одну и ту же сторону. При 
стрелке, 


и будем 


этом ‚если начальнов количество колец четно, то по часовоя 
а еспи нечетна - против. Зти наблюдения позволили в 1961 году (на 
внав кому} сформулировать спедующий апгоритм переноса колец: 


- сначапа переносим первое  комьцо, потом не первое и т.д.,при- 
чем первое кольцо переносится в одном направлении: по часовой 
стреяке в случае четного количества кояец и против часовой стрел- 
ки, в снучае их нечетного количества, 

Заметим, что указание "переносится на первое кольцо" полностью 
опраеделяеткаков кольцо и куда следует переносить в данный момент, 
поскольку меньшее кольцо всегда кладется на большее. 

Как Будет выглядеть только что сформупированный алгоритм, приме- 
нительна к нашему представлению задачи дпя машины Тьюринга 7 

Сначала обговорим некоторые детали, Для того,чтобы мащина была 
универсальной, во входном слове нужна задать помимо начальных п 
одинаковых символов, характеризующих стержень - источник и п ко- 
лец на нем. символ. на который нужно заменить первоначальный сим- 
коп, ЯЭтат симвоп будет опицетворять стержень - приемник. 

Пусть, например, входное слово будет таким: 

Нувиым" 

Это означает, что символы ‘х’ нужно заменить на ‘у’ или перенести 
пирамиду из трех колец со стержня н на стержень у. В начальный мо- 
мент головна находится на самом левом не пустом симвоце,т.е. - на 
'у’, Дапев мы должны запомнить в одном из состояний символ - при- 
емник, стереть первые два  симвопа (в данном случае ‘у’и '#’)}, 
опреденить четное или нечетное количество символов - источников 
{дия этого нужно дойти до конца слова) и заменять символы в ячен- 
ках в соответствии с айпгоритмом. 


> 


= 


В конце концов дойжно. получится такое выходное слово 1 "ууу". 
Это значит, что все кольца со стержня х перенесены на стержень у, 


Берем подробнее алгоритм. Указание "переносим первое кальцо"“ 
равносильна - "заменяем симвойп, распопоженный в самой правой 
непустой ячейке" (она значится под номером 1}. Рассмотрим что 
значит "переносим не первое кольцо” (или, чта тоже самое "заменяем 
симвонп, расположенный не в самой правой  непустой ячейке"). Как 
найти этот симвой? На какой символ его заменить? Ответ прост. 
Еспи вспомнить описанные выше правила замены  симвопов, то его 
можно сформунировать так: нужно двигаться справа напево до тех 
пор, пока не встретится символ, отличный от самого правого (и от 
всех симвопов, расположенных правее него. Разумеется, когда мы 
говорим "заменить симвой", та подразумеваем. что его нужна 
заменить на символ, отличный от исходного. Таким образом, все эти 
указания полностью определяют какой символ и на какоя следует 
заменить на каждом шаге. 

Посталось выяснить в каких случаях первое ‘кольцо" движется по 
асовсмя стрелке, а в каких против. Разобъем задачу о  ханойскояй 


башне на два класса в зависимости ат того. с какога старжня и на 
какая следует меареносить копеца {какие симвсуиы м нА какие 


ваменять ) 1 


класс 4 


заменить на "у" или "у’ заменить на "=" или "1" заменить на 
бы", Схематически это изображено на рис. 2, 


Рис, 2 
класс 2 
"у" заменить на ";" ини "д" заменить на "у" или "у" заменить на 


= 


.„ „хе@ематически это изображено на рис. 3. 
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В обоих спучаяк, еспи числа симвопов нечетно, то порядок замены 
первого совпадает с направлением стрелок. а если четна, то - 
противаположен, 

В таблице 2 приведена машина Тьюринга дуя решения нашей задачи. 
Для зтой машины Акура}, Обо, Ола на Оба, |} 


ие 


Таёлица 2 


ЖЕНЕ | НЕЕ 


|. 


инете 


Эта программа имеет простую линейную структуру и выполняется 
"сверну вниз". Разберем что выпопняют отдельные ее блоки! 


пак 1 - 


впок а - 


выёор пути решения в зависимости от того, на какой 
стержень нужно переместить пирамидуу 


выс пути решения в зависимости ат того, на каком 
стержне находилась пирамида вначале: 


Ве сУл пути решения Е зависимости от числа колец 
(чатное или нечетное}: 


! 


впов 4 - решение задачи, если она относится к классу 1 (рис. 2) 
у. 


и число колец нечетно, или - в классу 2 (рис. 8) и 
число колец четно: 


ёлов 3 - решение задачи, если она относится к классу 2 (рис. 1} 
и числа  калец  нечетно, или - к классу Е (рис, в) и 


чист колец четно. 


Нам представляется, что приведенная машина Тьюринга наиболее 
эффективна, Т.е. она  призводит работу за наименьшее число тактов 
{ понятие такта дано выше}, т.к, каждый такт сопровождается 
перемещением головки, а гоповка двигается в страгом соответствии 
с апгоритмом. Найдем оценку числа тактов когда число колец равно п. 

Первые два такта (блок 1 и лок 2} трататся на то, чтобы пройти 
вправо на деве ячейки, попутно стирая симвопы, записанные в них. 


Вконце второго такта головка останавпивается на самом левом 
симесле - истачнике. Дамее еще п тантов (6лок 2} головка 


дости гаат персго пустого симв А а справа от спова {эти такты 
укодят на распознавание; чатно или нечетно числа символов). 


Теперь определим колличество тактов, необходимое для основной 
паботы - замены символов  (6йок 4 или Бяок 9), Заметим. что 
порядковый номер кольца, а в данном спучае символа, четко связан 
с колличеством тактов, необходимых, чтобы его обработать. Для 

_Удобства в качестве точки отсчета возмем самый первый справа от 
лова пустой  симвой и назовем его  нуяевым. Определим понятие 
обработки символов. Символы обрабатываются попарно (первый и не- 
первый], краме самого поспеднега шага обработки, когда первому 
симвому недостается пары, Т.к, его замена завершает процесс 


оснавной работы. Процесс обработки пары символов начинается с 
того, что головка передвигается с нулевого  симвопа на первый, 
заменяет его; передвигается на Е-ый  симвой, заменяет его и 
зеращается к  нупевому символу. Для этого потребуется (2-2) 


Е 
такта. 

Обозначим Мо > общее число тактов, которые  допжна совершить 
машина Тьюринга, чтобы заменить п символов. фная, что  формупа 
имеет рекуррентную структуру, запишем ве так! 


Уна = Мата У- = 2Уньчао 


или. перенеся эн в певую часть. 


Уна = ва, 


Решим зто неоднородное рекуррентное уравнение при начаявьном 
условии У, = 2. Для решения воспользуемся стандартным методом, 
применяемым к Уравнениям такого типа (Т.Фудзисава. Т.Касами - 
Математика для радисинженеров, Теория дискретных  структур.- М.: 
Радио и связь, 1984). 


а ат 


Данное уравнение имеет характеристический мнагочлен 9(=} = д-а. 
Так как Я9(1) = -1 # @, то частным решением будет многочлен первой 
степени, Подставляя У- = Бо+тЬ.п в уравнение, полпучаем 


ГБо+б а (п+1}3-2ГБео+бап] = Божа = 27. 


Отсюда спедует, что Ба = в. = -а, Найдя частное решение, 


чом га мае на 


-.9- 


Иж начальных условий находим У. = ЗАЗОЖА+чОЖОт = -4+ас, 
откуда получаем с=х, 
Таким образом, 


У = Зкамненыи, 


После того, как основная работа совершена, т.е. все символы - 
источники заменены на символы - приемники, головка движется влево 
до первого пустого символа @. На это уходит (п-1) тактов. После 
зтого головка еще за один такт сдвигается вправо на начало слова. 
М все. Работа завершена. 

Теперь подечитаем общее колпичество тактов, совершенных за все 
время раёоты машины: 


ре 
=} 


д = 2+ коп-ра-а уча }+Ь = ЕЖао 


Проверим полученный результат на нашем примере, когда слово - 
вод есть "ужин". Здесь = и копичество тактов равно 
8х = ДЖ? = 24, Работа машины приведена в таблице 25. 


аи 18 - 


Таблица $. - 


номер: положение головки на пент 


кин энте 
НС: упр. 
ы ыы х 


ти состояние устро тва 


-- 11 те 


№..- 


Е 


когда искоднын и конечный стержни совпадают. то 


В спучаа, 
подлежащих 


ничего перекладывать не нужно и количество копец, 
перекладыванию можно положить равным нулю (п=@). В этом случае 
полученная формула дяя количаства тактов также остается в сила: 


Зо = БЖЫЙ = д 


Проверим ее на таком примере: "хахххи". Работа машины приведена в 


таёнпица 4. 


Таблица 4. 


номер 


ее камня — 
полажение головки на ленте | 
и состояние устройства упр. | 


Нерекурсивеный апгориты, по которому может быть построена машина 
Тьюринга дяя решения задачи, не единственный, @  пубникации 
А.Савина "Ханайская Башня" [1] приведен ангоритм М, Федорова. В 
зтом алгоритме башню, которая не  учавствует на данном шаге в 
операции переноса кольца. называют пустой. Алгоритм формулируется 


очень короткое 


в процессе перекладывания пустая ёашня должна двигаться по 
кругу в одном направлении: по часовой стрелке. если число 
дисков нечетна,. и против, ебли их числа четна. 


Проаналпизировае движение пустой башни, мы видим, что оно 
направлено в сторону, противоположную движению первого диска. 

В качестее упражнения читателям предлагается самостоятельно 
внести в построенную машину Тьюринга некоторые изменения с тем, 
что бы она работала в соответствии с апгоритмом М.Федорова, а 
также оценить число тактов, необходимое дпа ее работы. 


= 
з Е: 


Рассмотрим расширение понятия ханойских башен - р-башни 
(распределенные башни), когда в начальный момент все кольца 
собраны не на одном стержне, а могут быть распределены по всем 
трем стержням, Требуется собрать все кольца на каком-то одном из 
стержней (все правила начального положения и 
остаются Ев силе}, Эта задача 
Тьюринга и входное слово в зтом 
такой вид: "увхихнух", 


ги < 


перекпадывания 
также имеет решение на машине 
случае может иметь, например, 


